Numerical Analysis of the Time Fractional Black-Scholes Equation by 刘瑞清
学校编码：10384 分类号 密级
学号：19020131152660 UDC
硕 士 学 位 论 文
时间分数阶Black-Scholes方程的数值研
究
Numerical Analysis of the Time Fractional
Black-Scholes Equation
刘瑞清
指导教师姓名： 许 传 炬 教授
专 业 名 称： 计 算 数 学
论文提交日期： 2016 年 4 月










































　　1、保密 （ ），在 年解密后适用本授权书。
　　2、不保密（ ）
作者签名： 日期： 年 月 日






































The time fractional Black-Scholes equation is playing increasingly important role in
option pricing nowadays. In this paper we investigate the numerical solution of this equa-
tion, and propose and analyze two dierent methods for it. The rst proposed method
combines a nite dierence scheme in time and spectral method in space; while the sec-
ond one makes use of spectral approximation in both time and space directions. By
establising a variational formulation in both time and space directions based on suitable
Sobolev spaces, we prove the well-posedness of the associated weak problem. We carry
out error analysis for the both methods, and optimal error estimates are provided. Some
implementation details are also given, together with suitable basis functions for the spec-
tral approximations. Finally, a number of numerical examples are provided to verify the
theoretical claims.
Key words: time fractional Black-Scholes equation; Weighted Sobolev space; nite dif-
















中文摘要 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . I
英文摘要 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . II
中文目录 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . III
英文目录 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . IV
第 一 节 引言 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1 研究背景 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 本文主要工作 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
第 二 节 弱解的存在唯一性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.1 时间分数阶Black-Scholes方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.2 弱解问题及其适定性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
第 三 节 有限差分/谱逼近分析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
3.1 时间方向上的有限差分离散和误差分析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
3.2 空间方向上的谱方法和误差分析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.3 数值实现 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
第 四 节 时间-空间混合谱方法分析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
4.1 Galerkin谱方法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
4.2 误差分析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
4.3 数值实现 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
第 五 节 结论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
参考文献 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38





















1.1 Research background . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Main work . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
2 Existence and Uniqueness of the weak solution 4
2.1 Time fractional Black-Scholes equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.2 Weak problem and its well-posedness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
3 Finite dierence/spectral approximations 13
3.1 Finite dierence discretization and error analysis in time . . . . . . . . . 13
3.2 Spectral method and error analysis in space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.3 Numerical implementation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
4 Spectral approximations in both time and space directions 27
4.1 Galerkin spectral method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
4.2 Error estimate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27































第 一 节 引言


































































































第 二 节 弱解的存在唯一性






















为Y (S; t)。从当前时刻t 到期权到期日T，由输出等于传输函数与输入的卷积，
有如下守恒率方程 [11]：Z T
t
Y (S; t0)dt0 = Sdf 1
Z T
t




































P (S; t0)  P (S; T )
(t0   t) dt














第 二 节 弱解的存在唯一性












  rP = 0: (2-6)
下 面 的 引 理 给 出(2-6)中 的 分 数 阶 导 数@P
@t
与Caputo分 数 阶 导 数 之 间
的 关 系。 Caputo分 数 阶 导 数C0Dt u(t)和CtDTu(t)以 及Riemann-Liouville分 数 阶 导
数R0Dt u(t)和RtDTu(t)的定义见文献[20]。














P (S; t0)  P (S; T )
(t0   t) dt

























=  RtDTP (S; t) +
P (S; T )(T   t) 

















记R+ = (0;+1); I = (0; T )分别是空间自变量和时间自变量的取值区间，并
记Q := R+  I。对于0 <  < 1，结合(2-6) 和引理2.1，得到由Caputo分数阶导数定义
的时间分数阶Black-Scholes方程
 CtDTP (S; t) +
1
2














第 二 节 弱解的存在唯一性
给方程(2-8)赋予终值条件和边界条件
P (S; T ) = maxfK   S; 0g; 8S 2 R+; (2-9)
P (+1; t) = 0; 8t 2 I (2-10)
便得到完整的分数阶Black-Scholes模型，其中K为期权在到期日的价格。
问题(2-8)-(2-10)是一个倒向定解问题，数值计算难以处理。作变换 = T   t，







2S2@2Su(S; )  rS@Su(S; ) + ru(S; ) = 0; 8(S; ) 2 Q; (2-11)
u(S; 0) = maxfK   S; 0g; 8S 2 R+; (2-12)





































































+ a (u(); v) = 0; (2-15)
其中a (u(); v) = 1
2
2(S@Su(); S@Sv)+ (
2  r)(S@Su(); v)+ r(u(); v)。由引理2.2知，
(2-15)对V中的任意函数也成立。
为了记号的方便，下文中将k  kL2(R+)简记为k  k0。
引理 2.4： 当4r > 2时，双线性形式a (; )在V上具有连续性和强制性，即
9 > 0; 8u; v 2 V; ja (u; v)j 6 kukV kvkV ; (2-16)
91 > 0; 8v 2 V; a (v; v) > 1kvk2V : (2-17)
证明： 先证明连续性。借助引理2.3，对任意的u; v 2 V，
ja (u; v)j 6 j1
2
2(S@Su; S@Sv)j+ j(2   r)(S@Su; v)j+ jr(u; v)j
6 1
2
2jujV jvjV + j2   rjjujV kvk0 + rkuk0kvk0
6 1
2
2jujV jvjV + 2j2   rjjujV jvjV + 4rjujV jvjV :
因为jujV 6 kukV，所以
ja (u; v)j 6 kukV kvkV ;  = 1
2
2 + 2j2   rj+ 4r: (2-18)
再证明强制性。
由分部积分，对任意的v 2 D(R+)，2(S@Sv; v) =  kvk20成立。再由引理2.2中的稠
密性知，
2(S@Sv; v) =  kvk20; 8v 2 V: (2-19)
因此，对任意的v 2 V，
a (v; v) =
1
2
2(S@Sv; S@Sv) + (




































> 0时，即3r > 2时，a (v; v) & jvj2V。当3r < 2时，由引理2.3，










= (6r   3
2
2)jvj2V :
当4r > 2时，有6r   3
2
2 > 0，从而a (v; v) & jvj2V。
综上所述，当4r > 2时，









由引理2.3，kvk20 + jvj2V 6 5jvj2V成立，即kvk2V 6 5jvj2V。代入 (2-21)得，


































 1 + j!j2s=2 v^(!) 2 L2(R)o ;
其中v^表示v的傅里叶变换，s为任意正实数。相应的范数记为kvks;R，
kvks;R :=
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